Przyklad tuku prostego w R? z indykatrysa
nigdzie niespdjna (zerowymiarowa)*

Zygmunt Zahorski

1. Wstep

Indykatrysa Ty krzywej K: x = f1(t),y = f2(t),z = f3(t),0 < t < 1, majacej
wszedzie 0§ styczna, nazywam zbiér punktéw S(t) powierzchni kuli o promieniu 1
i srodku w poczatku uktadu wspétrzednych, odpowiadajacych wszystkim wartosciom
t € [0,1], przy czym punkt S(¢) okreSlam w ten sposéb: prowadze wektor dlugosci
1, o poczatku w $rodku ukladu wspélrzednych, réwnolegly do osi stycznej L(t) krzy-
wej K w punkcie P(t) (tj. x = fi(t),y = f2(t),z = f3(t)) 1 majacy zwrot tej osi.

Koniec tego wektora jest punktem S(t). O$ L(t) okreslam jako wspdlna granice osi

P(t),P(t+ h) i P(t—h),P(t) przy h > 0, h — 0 (siecznych, przechodzacych przez
punkty P(t), P(t £ h) krzywej K). O$ ta wg zalozenia istnieje dla kazdego t € [0, 1],
przy czym dlat = 0 lub ¢t = 1 okredlam ja jednostronnie, tj. jako granice osi P(O),—ch)
przy h >0, h — 0.

Gdy krzywa K jest plaska, f3(t) = 0, indykatrysa Jy jest réwniez plaska, miano-
wicie sktada sie z punktéw obwodu kota w plaszczyznie XY, o promieniu 1. W szcze-
golnosci, krzywa y = f(x), gdzie f jest funkcja ciagla, majaca wszedzie pochodna
skoficzona lub nieskoniczona, x € [a,b]. Wobec tego, ze f'(x) ma wlasno§é Darboux
(przechodzi przez wartosci posrednie) ma indykatryse spdjna, tj. tuk kola o promie-
niu 1. P.M. Wojdystawski! wykazal, ze indykatryse sp6jna ma kazdy tuk prosty w R?,
majacy wszedzie o$ styczng. Twierdzenie to nie daje si¢ uogélnié na R3, tatwo zbu-
dowaé tuk prosty w R3 z osia styczna w kazdym punkcie, o indykatrysie niespéjne;j.
Indykatrysa linii Srubowej na walcu kotowym prostym jest oczywiscie koto, dotyczy to
réwniez linii srubowych na stozku ew. innych powierzchniach, jezeli okresli¢ srubowe
jako krzywe, ktérych styczna tworzy staly kat ze stalym wektorem.

* Praca zredagowana na podstawie zachowanego rekopisu profesora Zygmunta Zahorskiego.

! Na seminarium prof. Mazura z geometrii rézniczkowej, na jesieni 1940 r. — jako uogdlnienie
jednego z twierdzen Ostrowskiego. P. Wojdystawski podal dwa wtasne dowody tego twierdzenia:
1) elementarny, ale skomplikowany, 2) prostszy, oparty na tw. topologii.

M. Wojdystawski, wybitny topolog, ur. 1918 r. nie daje znaku zycia od konca wojny, prawdopo-
dobnie zamordowany przez zbrodniarzy hitlerowskich na tle obtedu rasowego podczas likwidacji
ludnosci getta w Czestochowie, gdzie przebywal ostatnio.

R. Witula, D. Stota, W. Holubowski (eds.), Monograph on the Occasion of 100th Birthday Anniver-
sary of Zygmunt Zahorski. Wydawnictwo Politechniki Slaskiej, Gliwice 2015, pp. 367-379.
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Istnienie $rubowych na powierzchniach dostatecznie regularnych wynika z twier-
dzen o istnieniu rozwigzan rownan rézniczkowych. W szczegdlnosci, na powierzchni
obrotowej, utworzonej przez obrét tuku kota L dookota osi AB, stycznej do niego
w punkcie P istnieje srubowa K, ktérej styczna tworzy kat o < 5 z osia AB, wyjatek
stanowi punkt P, w ktérym osig styczng jest o§ AB. Indykatrysa Jj sklada si¢ z ko-
ta, odpowiadajacego zwojom spirali i punktu C, lezacego w jednakowej odleglosci od
wszystkich punktéw tego kola, odpowiadajacego osi stycznej w P (rys. la). (Punkt
o tej wlasnosci, lezacy w mniejszym z obszaréw, na ktore koto dzieli kule, nazywam
$rodkiem kota na kuli). Krzywa K tak zbudowang nazywam elementem $rubowym
I rodzaju, indykatrysa jej, jako zlozona z dwoch zbioréow zamknietych roztacznych,
jest niespdjna. Podobnie, choé¢ nieco trudniej, mozna zbudowaé tuk prosty, ktérego
indykatrysa sklada sie z tuku kota i punktu izolowanego (element srubowy II rodzaju,
rys. 1b). Biore mianowicie dwie powierzchnie, podobne jak w 1a), tylko odpowiednio
wygiete, jak na rysunku 1b, 77 i T», zlaczone wierzchotkami w punkcie P, w kto-
rym maja wspdlng styczna, o§ AB. Krzywa K sklada sie z odcinkéw $rubowych na
T1 i Ty, ktorych styczne tworzg z AB kat « i odcinkéw prostych Iy, my, la, mo,...
stycznych do tych srubowych. Zaczynajac krzywa K odcinkiem $rubowej na przedniej
powierzchni Ty przechodze prosta I3 na tylna powierzchnie Ts, nastepnie odcinkiem
$rubowej na przednia powierzchnie 75, stamtad prosta mq na tylng powierzchnie 77,
odcinkiem $rubowej na przednia powierzchnig¢ T i prosta I na tylna powierzchnie Ts
itd. ,6semkami”. [Terminéw ,przednia” i ,tylna” strona powierzchni nie precyzuje
blizej, cho¢ mozna by to tu zrobié, poniewaz intuicyjne stosowanie tych okreslen nie
prowadzi do nieporozumien]. Odcinkom $rubowej na T} odpowiada w indykatrysie
Ji huk kota ML, odcinkom $rubowej na 75 — ten sam luk o zwrocie LM, prostym
li, la, ..., punkt L, prostym mi, ma,..., punkt M, punktowi P punkt C ($rodek
kola ML na kuli). Twierdzenie P. Wojdystawskiego wymaga réwniez koniecznego
spelnienia pozostatych dwoch zalozen. Cho¢ wladciwie, przy nieistnieniu osi stycznej,
nie mozna méwié¢ o indykatrysie, to jednak, w wypadku gdy istnieje prosta stycz-
na, mozna ostrzom przyporzadkowaé¢ dwa punkty indykatrysy, odpowiadajace dwoém
zwrotom prostej stycznej. Wtedy jednak, jak widaé¢ z rys. 2a, indykatrysa moze by¢é
niespéjna (dwa tuki kola, grubsza linia). Podobnie krzywa z rysunku 2b, majaca
wszedzie o styczna, ale niebedaca lukiem prostym, ma indykatryse niespdjnag (tuk
kola i punkt izolowany C). Elementy srubowe I i I rodzaju z rys. 1 o indykatrysie
niesp6jnej maja jednak wlasnosé, ze indykatrysa zawiera czesé spéjna (kolo, ew. tuk
kota). Mozna jednak zageécié te osobliwoéé i otrzymaé tuk prosty w R3 z osia stycz-
na w kazdym punkcie, ktérego indykatrysa nie zawiera czeéci spojnej, mianowicie jest
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zbiorem zerowymiarowym w sensie Mengera, a nawet podzbiorem zbioru zamknietego
0-wymiarowego. Celem tej pracy jest skonstruowanie takiego tuku. Postuguje sie przy
tym elementem $rubowym II rodzaju, zbudowanym nieco inaczej niz na rys. 1b, przy
tym stowa I rodzaju” skreslam, poniewaz elementy Srubowe prostsze (I rodzaju)
nie sg nigdzie uzyte.

2. Budowa elementu srubowego

Przy dowolnie danych katach ¢ i o, 0 <9 < 3, 0 < o < 3, przesuwam przez o$ Z
uktadu wspdlrzednych (prostokatnego) dwie plaszczyzny I', A, tworzace z plaszczyzna
X Z (ich dwusieczna) katy ¢ (rys. 3).

Rys. 3

0§ Z dzieli te plaszczyzny na cztery polplaszczyzny. W tej pdlplaszezyznie, ktora
przechodzi przez pierwsza ¢wiartke ukltadu XY, prowadze przez poczatek ukladu O
polprosta n, tworzaca z osia Z kat «, w tej, ktora przechodzi przez IV ¢éwiartke,
pélprosta m przez punkt A osi Z, tworzaca z osia Z kat m — . Oznaczam |OA| = a.
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Przez punkt S osi X prowadze o$ walca stycznego do obu plaszczyzn, oczywiscie
réwnolegla do osi Z, oznaczam |OS| = [. Przy danym a obieram [ tak, ze spelnia
warunek nastepujacy: niech C'i B oznaczaja, odpowiednio, punkty stycznosci prostych
n i m z walcem. Majg one daé si¢ polaczyé na powierzchni walca tukiem srubowej
lewoskretnej odpowiadajacym tukowi kota o dtugosci mniejszej niz 27r, ktérej styczna
tworzy z osia Z kat a. W szczegdlnosci, proste n i m beda styczne do srubowej w C'
i B. Oznaczajac przez h > 0 réznice wspélrzednych z-owych punktow B i C, mam:

h =a—2|0C|cos a, (1)
1
|OC| =lcostp—, (2)
sin «
promien walca r = [sin, dlugosé rzutu tuku érubowej C'B na plaszczyzne XY jest
réwna r(m + 2¢), wiec:
h=r(r+2¢)ctga = lsiny ctg a(r + 2¢)

i warunek dla [ jest wg (1) i (2):

a — 2l cos ctg o = Isin(m + 2¢) ctg v,
| = : a4 , (3)
(m + 2¢) sinv ctg o + 2 cos Y ctg

czyli walec spelniajacy wymienione warunki istnieje. Stad dlugosé¢ tuku:

- 2
CB|= h _ 7“(71'.—1— ) _
cos o sin o
_ (m+2¢)lsiny a(m + 21) sin
N sin o (7 +2¢)siny cosa + 2coshcosa’

Odleglosé dowolnego punktu tuku OCBA od osi Z jest mniejsza od dlugosci tego

huku réwnej:
-~ “hh
210C|+ |CB| = 29— + =2 (4)

2cosa  cosa  cosa

Rzut takiego punktu na o$ Z lezy, oczywiscie, na odcinku OA.

Oznaczajac przez b > 0 liczbe dana, obieram ciag punktéw w odlegltosciach g,
% + %, % + % + g itd. od 0 na dodatniej osi Z i dziele nowymi punktami odcinki
miedzy kolejnymi dwoma z tych punktéw, miedzy pierwszym, tj. 0, a drugim na 10
réwnych czeéci, miedzy drugim a trzecim na 10? réwnych czesci, miedzy n-tym a n+1-
szym na 10" czeéci. Oznaczajac kolejno tak otrzymane punkty przez O, Ay, As, As, ...

oraz OAl = ar, AlAQ = az,..., An—lAn = Qn, ..., Mamy:
anp 1
a1—|—a2—|—...—|—an+...:b, Té—k,
10
>, ai
i=n+1

jezeli tylko punkty A,_1, A, leza w k-tej z dzielonych czesci. Zauwazmy, ze przy
n — oo jest k — oo, stad:
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a

lim —— =0.
e =0 )
> a;
i=n+1
Przesuwajac przez punkty O, Ai, As,... w plaszczyznach I') A proste ny, my, na,
ma, ... réwnolegle do n i m itaczac w sposéb opisany n; z m; Srubowa lewoskretna, m;

z n;41 po drugiej stronie osi Z — Srubowa prawoskretna otrzymuje element srubowy
(rys. 4), ktérego indykatrysa jest luk kola laczacy punkty N i M, odpowiadajace
kierunkom n i m i punkt P, érodek tego kota na kuli, odpowiadajacy kierunkowi
osi Z.

Rys. 4

Istnienie stycznej i jej kierunek (punkt indykatrysy) sa latwo widoczne na odcin-
kach prostoliniowych i srubowych elementu srubowego, a ze styczna w wierzcholtku,
odleglym o b od O, jest 0$ Z, wynika z oszacowania tg ¢, gdzie ¢ jest katem, jaki z osia
Z tworzy sieczna przechodzaca przez wierzchotek i punkt elementu $rubowego, lezacy
na czesci $rubowej lub prostoliniowej, odpowiadajacej odcinkowi a,,. Jest wg (4):

A

tgp < = ;
cosa( > ai)

i=n+1

tj. wg (5) tgp — 0, gdy punkt siecznej dazy do wierzchotka. Dlugosé calego tuku
elementu $rubowego jest wg (4):

ay az as l

= (6)

+ +.. .
COs «x COs «x COSs «x Cos &

Jednocze$nie widac, ze przez odpowiednia zmiane kierunku prostych n, m, Z mozna
zbudowaé element $rubowy, ktorego indykatrysa sktada sie z dowolnego punktu na
kuli i dowolnego tuku kota o ,Srodku” w tym punkcie, byleby wiekszego od polowy
obwodu (¢ > 0). O$ Z nazywam osia elementu srubowego.
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3. Zastepowanie tukéw srubowej elementami Srubowymi

Rozpatruje tuk AB $rubowej na walcu o promieniu 7, np. prawoskretnej, krotszy
od calego zwoju i odpowiadajacy mu w sposéb homeomorficzny tuk indykatrysy C'D
(rys. 5). Polacze konce A i B tuku $rubowej krzywa (tukiem prostym) zlozona z dwéch
elementéw Srubowych, majacych jeden odcinek prostoliniowy wspolny. Odcinek ten
ma by¢ réwnolegly do stycznej do srubowej w srodku E tuku AB, ktérej odpowiada
punkt F' indykatrysy na $rodku tuku C'D. Osia jednego elementu ma by¢ styczna do
srubowej w A, drugiego — styczna w B. Kierunki pozostalych odcinkéw prostolinio-
wych obieram dowolnie, ale tak, aby tuki indykatrysy elementéow byly réwne, nieduzo
dtuzsze od polowy obwodu i skierowane wypuklo$ciag w przeciwne strony ,.5”, co
mozna zrobi¢ na dwa sposoby (rys. 5 115 II).

e R

Rys. 5

Odkladam w tym celu od A na stycznej do srubowej w A wektor dtugosci ¢ o zwrocie
osi stycznej, od B na stycznej do $rubowej w B wektor dltugosci ¢ o zwrocie przeciwnym
do stycznej i lacze konice tych wektorow, przy czym wyznaczam c¢ z warunku, ze
odcinek taczacy ma by¢ réwnolegly do stycznej w E. Jezeli z réwnan otrzymam ¢ > 0,
to znaczy ze konstrukcja jest mozliwa. Oznaczam przez « kat, jaki styczne $rubowej
tworzg z osia walca, przez oy — analogiczny kat dla odcinkdéw érubowych elementéw
$rubowych, z ich osiami, oczywiscie a1 jest to kat miedzy stycznymi do srubowej
w A i E, bo styczna w A jest osig elementu, za$ styczna w E jest réwnolegla do
jednego z odcinkéw prostoliniowych elementu. Uklad wspélrzednych obieram tak, ze
0§ Z jest osig walca, 0§ X przechodzi przez A i oznaczam przez ¢ wartos¢ parametru
punktu B w reprezentacji parametrycznej tuku srubowej AB: x = r cosp, y = rsinp,
z = rpctg a. Wreszcie, oznaczajac przez p dlugoéé odcinka rownoleglego do stycznej
w E, taczacego konce wektoréw stycznych o poczatkach w A i B, otrzymuje wg (6)
dtugoé¢ L = p+ 2ﬁ elementu srubowego zastepujacego AB. Z réwnania Srubowe;j:
T = rcosy, y = rsing, z = rpctga, otrzymuje sktadowe jednostkowego wektora
stycznego: —sinpsina, cospsina, cosa i szukany warunek réwnoleglosci odcinka
taczacego punkty na stycznych srubowej w A i B do stycznej érubowej w E jest:
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—r4+rcosp+csingsina rsing — csina — ccos p cos

—sin £ sina cos & sin a

rectga — 2ccosa

cos o
Pierwsze rownanie jest tozsamoscia, drugie daje:

. T
2r— sm£—2ccos£: ,SD — 2c,
sin o 2 2 sin o
stad:
L _qin &
_r 5 —sing 50
~ sina 2sin? £ ’
sin® £
T 9 r (p—ZSin%
p=—""—2c=— e R
sin o sin o 281112% ’
skad:
P
r 1 @ —2sin &
L= — P+ -1 2 2 )
29
sin « COS (1 2 sin I
@ .
COS (1 :<30558111204—|—Cos2 a,
ostatecznie:
o 2sin” asin® Z »—2sin %
- . . . )
sin a cosQa+sm2acos§ 251n2f

rT
sina’

.2
sin” « . P
v=— + ( —2sm—) , 7
7 l@ coszoz+sin2ozcos§ v 2 1 (™)

za$ dlugos¢ potowy zwoju érubowej jest rowna stosunek v tych miar jest:

czyli moze byé v < 1, przy dostatecznie malym ¢, dla kazdego o i r.

4. Konstrukcja

Fuk prosty K o wlasnosciach wymienionych w tytule zbuduje podajac jego réw-
nanie: x = f(z), y = g(z), gdzie f i g — funkcje wszedzie rézniczkowalne w prze-
dziale z € [0,1], |f'(2)| < m, |¢'(2)| < m. Luk ten bedzie mianowicie granica tukéw
T = fn(2), ¥y = gn(2), gdzie f, i g, to funkcje wszedzie rézniczkowalne, |f/ ()] < m,
lgl.(2)] < m, istnieja lim oraz lim ¢/, (z), przy tym granice pochodnych istnieja jed-

n—oo n—oo
nostajnie, granice lim f,(z), lim g¢,(20) istnieja w pewnym punkcie zg. Jak wiado-
n—oo n—oo
mo, f(z) = lim f,(2)1g(z) = lim g,(z) istnieja wtedy jednostajnie, sa rézniczko-
n—oo n—oo
walne i f/'(z) = lim f](2), ¢'(z) = lim ¢} (2). Istnienie f/(2) i ¢’(2) pociaga za soba
n—oo n—oo

istnienie osi stycznej, a wiec 1 indykatrysy Jx. Funkcje f,,(2) i gn(2) okreslam przez ich
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wykresy: wykresy te sa to rzuty tuku K, taczacego $rodek O ukladu wspolrzednych
z punktem (0,0,1) osi Z na plaszczyzny XZ 1 Y Z odpowiednio. Aby rzuty te byly
wykresami funkcji jednoznacznej, wystarczy, aby przy przebieganiu tuku K, w jed-
nym kierunku wspoétrzedna z stale rosta, co uzyskuje przez warunek, aby styczna do
K, tworzyla male katy z osia Z, np. mniejsze od 7. Wtedy styczna nie jest nigdzie
prostopadta do ptaszczyzny ZX wzglednie ZY i rzuty tuku K, na te ptaszczyzny
maja réwniez wszedzie styczne, tworzace z osia Z katy mniejsze od 7 (a < %), tj.
fr(z) i gl (z) istnieja i sa bezwzglednie mniejsze od m (tg @« = m). Warunek ten jest
rownowazny zadaniu, aby indykatrysa K, lezala wewnatrz pewnego kota na kuli. Kon-
strukcja stanowi¢ bedzie dowdd twierdzenia (ze wzgledéw rachunkowych przyjmuje
m = 1, co jednak nie zmniejsza ogélnosci i dowdd dla m dowolnego jest analogiczny):

Twierdzenie 4.1. Dla dowolnej liczby m > 0 istniejg funkcje ciggle skonczone,
wszedzie rozniczkowalne f(z) i g(z), z € [0,1], takie ze f'(z) i ¢'(2) majg wszedzie-
geste zbiory przedzialow stalosci i najwyiej przeliczalne zbiory punktow niecigglosci,
If'(2)| <m, |¢'(2)] <m dla kazdego z, takie Ze tuk prosty K: x = f(2), y = g(z) ma
indykatryse Iy, réing od punktu i Iy, jest zbiorem 0-wymiarowym w sensie Mengera.

Luki K, majace wszedzie 0§ styczna, okresle indukcyjnie. Mianowicie K; okreélam
jako element $rubowy laczacy poczatek ukltadu O i punkt (0,0,1) (b = 1), ktérego
osia jest 08 Z inp. a = ¢, ¥ = {5.

Punkt (0,0, 1) nazywam punktem osobliwym elementu, odpowiada mu izolowany
punkt P; indykatrysy Jg, . Jednoczesnie okreslam indukcyjnie ciag zbioréw domknie-
tych F,, na kuli jednostkowej, zwiazanych z indykatrysami Jg , ktadac Fy réwne calej
powierzchni kuli. Przypusémy, ze jest juz okreslony tuk K,,, majacy indykatryse Jg, ,
i zbior F,,_1, tak ze spelniaja warunki:

1. Luk K, sktada sie z przeliczalnej iloéci odcinkéw prostoliniowych i tukéw $rubo-
wych roztacznych krétszych od jednego zwoju, a dtuzszych od potowy zwoju oraz
najwyzej przeliczalnej ilosci punktow osobliwych. Punkty osobliwe sg punktami
skupienia punktéw lezacych na tukach réznych srubowych; koniec tuku $rubowe;j
nie jest punktem osobliwym.

2. Indykatrysa I'x, sklada sie ze skonczonej ilosci punktow izolowanych Py, P, .. .,
P,,, odpowiadajacych punktom osobliwym tuku K, i skonczonej ilosci tukow
két lub ,S-6w” roztacznych i lezy wewnatrz kota K odp. katom mniejszym od
T 7 osia Z (gdzie ,,S-em” nazywam sume dwéch tukéw két nieco wiekszych od

4
potowy obwodu zwréconych wypuklo$ciami w przeciwna strong i majacych punkt
wspolny).

3. F,_1 sklada sie z punktéw Py, Ps,..., Py, 1 obszaréw zamknietych zawieraja-

cych wewnatrz S-y lub tuki indykatrysy Jg, (a wiec F,,—1 D Tk, ), przy tym
roztacznym S-om lub tukom odpowiadaja roztaczne obszary je zawierajace.

Jak wida¢, K1, Jk, i Fj spelniaja warunki 1, 2, 3.

Okreslam tuk K, 1 w spos6b nastepujacy: odcinki prostoliniowe i punkty osobliwe
huku K, naleza do K, ;. Luki srubowych w K, dziele na pewna skoiiczona iloé¢ tu-
kéw kazdy 1 zastepuje te czesci elementami srubowymi wg rozdziatu 2, przy tym tuki
indykatrysy Ik, zostaja zastapione lezacymi na nich punktami izolowanymi i tukami
innych koél, tak zmieniony tuk K,, przyjmuje za K, 1. Pozostaje okresli¢ blizej sposéb
zastepowania tukéw $rubowej (rys. 6a). Wystarczy w tym celu podaé sposéb przejscia



Przyktad tuku prostego w R® z indykatrysa nigdzie niesp6jna (zerowymiarows,) 375

od indykatrysy Jg, do Jk,,, bo cho¢ kazdemu tukowi kota w Jg, odpowiada nie-
skonczenie wiele tukéw réznych srubowych, to jednak miedzy tukiem jednej sSrubowe;j
a odpowiadajacym mu tukiem Jg_ zachodzi homeomorfizm, bo tuk ten jest krétszy
od catego zwoju (odpowiadajace sobie dlugosci tuku $rubowej i indykatrysy sa nawet
wprost proporcjonalne).

B\

Rys. 6

Rozwazam w Jg, tuk lub ,,S” zlozony z dwbch réwnych tukéw. Dziele ten tuk lub
kazdy z dwéch tukéw na 3k tukéw réwnych o wnetrzach roztacznych, stykajacych sie
konicami i pewne z nich tacze po dwa w tuki dhuzsze, mianowicie pierwszy z drugim,
czwarty z piatym, siédmy z 6smym, ..., (3m + 1)-szy z (3m + 2)-gim. W ten sposéb
kazdy tuk jest suma 2k tukéw o wnetrzach roztacznych i koncach parami wspdlnych,
takich ze z kazdych dwoch tukéw sasiednich jeden jest dwa razy dluzszy od drugiego.
Liczba k, zalezna od n (i ewentualnie od ,,57-a) jest przy tym tak duza, ze gdy tak
otrzymane tuki zastapimy ,,S”-ami Jg,,, (tj. odpowiednie tuki srubowej K,, dwoma
elementami $rubowymi K, 1), to:

1) ,,S7-y zastepujace te tuki leza w domknieciu F,_1, kazdy wewnatrz tej samej
sktadowej domkniecia F),_; co zastepowany ltuk.

2) Srednica zbioru zlozonego z ,,5”-a i zastepowanego przez ,,S” tuku jest mniejsza
od % (Srednica jest réwna kresowi gérnemu odlegtosci dwdch punktéw mierzonej
tukiem kota wielkiego).

3) Element srubowy K, 1 zastepujacy cze$¢ tuku srubowej K, jest krétszy od ca-
tego tego tuku. (Poniewaz caly tuk $rubowej w K, zawiera wigcej niz polowe
zwoju, wystarczy, wg wzoru (7) z rozdzialu 2, przyja¢ v < 1, co da si¢ osiagnaé
przy dostatecznie malym ¢, tj. przy dostatecznie duzej ilosci czesci, 2k).

Jak wiadomo, zastapié¢ tuk ,,S”-em mozna na dwa sposoby, wiec istnieje 24* spo-
sobéw ulozenia ,,S”-6w Jk, , na ,,5”-ie Jk, . Obieram jeden z dwéch sposobéw wy-
znaczonych w zupelnosci przez polozenie pierwszego ,,57-a (dowolne), zaznaczone
dostatecznie jasno na rys. 6a) (I ,,S” zastepuje AB, II — BC, IIl — CD itd.). Przy
tym sposobie utozenia, ,,S”-y Jk, ., zastepujace poszczegdlne tuki AB, BC,... sa
rozlaczne. W ten sposéb tuki lub ,,5”-y Jk, sa zastapione przez skoiczona iloé¢ roz-
tacznych ,,S”-6w Jk,, | i punkty izolowane Py, 1, P, +2, - - -» P, lezace na tukach
lub na ,57-ach Jk, . (Wynika z tego, choé jest to bez znaczenia, ze dla n > 2, Tk,
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sktadaja sie tylko z ,,57-6w i punktéw izolowanych, za$ nie zawieraja sktadowej z tuku
pierwszego kota jak Jg, ). Rysunek 6b podaje szkic Jg,.
Okreslam Jk, ., jako sume wszystkich tych ,,S”-6w i punktéw Pi, Pa,..., Py, .,
i wykaze, ze jest to istotnie indykatrysa K, 4 oraz K, 4+ jest tukiem prostym.
Wreszcie okre$lam F,, w ten sposéb: obieram liczbe §, > 0 taka mala, ze §,-
otoczenia domkniete S-6w roztacznych Jg, | sa roztaczne i otoczenia te lezg wewnatrz
domknigcia F;,_1. Zbiér F), jest sumg tych otoczen oraz punktéw Pi,..., Py, ..

[0-otoczeniem punktu P na kuli nazywam czasze kulista otwarta o srodku P, ,,pro-
mieniu” ¢ mierzonym lukiem kota wielkiego, za$ J-otoczeniem zamknietym punktu P
— takaz czasze zamknieta. Nazywam J-otoczeniem zbioru @) punktoéw sume J-otoczen
wszystkich punktéw zbioru Q. Gdy @ jest S-em lub tukiem kola, to domkniecie 4-
otoczenia zbioru @ jest suma J-otoczen domknietych wszystkich punktéw zbioru @
i nazywam je §-otoczeniem domknietym zbioru Q).

Udowodnig, ze tak okreslone zbiory K11, Jk, ,,, F;, spelniaja warunki 1), 2), 3).
Przede wszystkim widaé, ze w tych punktach K, 1, ktére nie naleza do ex definitio-
ne do K, styczna istnieje i odpowiada jej punkt indykatrysy Jk,,,, bo w punktach
tych przejscie od K,, do K, 11 polega na zastapieniu tuku srubowej skoniczong iloécia
elementéw $rubowych, ktorych styczne w punktach osobliwych wspdélnych sa wspdl-
ne. Rowniez oczywiste jest, ze wewnatrz odcinkow prostoliniowych, ktére wg definicji
naleza do K, 11, styczna istnieje, mianowicie jest nia prosta zawierajaca ten odcinek.
Punkty osobliwe K, sa, jak widaé¢, réwniez punktami osobliwymi K, (tj. punkta-
mi skupienia réznych $rubowych K,,11), a ze ponadto przybywaja przy zastepowaniu
tukéw srubowych K, przez elementy $rubowe punkty osobliwe w iloéci skoriczonej
dla kazdego takiego tuku, wiec wobec przeliczalnosci tych tukéw, K, 11 ma réwniez
przeliczalna ilo$é punktéw osobliwych. (Widaé stad, ze dla n > 2, K,, ma dokladnie
przeliczalna ilo$¢ punktéw osobliwych). Kazdy element srubowy zawiera Ry lukéw
$rubowych i odcinkéw prostoliniowych, wiec K, 41 zawiera przeliczalnie wiele tukéw
srubowych i odcinkéw prostoliniowych, ze w nowych punktach osobliwych styczne
istniejg i odpowiadajg im punkty P, 11,..., Pn,,,, indykatrysy Jk,,, oraz konhce
srubowych K,y nie sa punktami osobliwymi, jest widoczne z konstrukcji. Pozostaje
wiec dowiesé, ze w tych punktach osobliwych K, 41, ktére sa punktami osobliwymi
K, styczna istnieje i to ta sama co dla K,,, a wiec tym punktom osobliwym odpo-
wiadaja punkty Pi,..., Py, indykatrysy oraz ze istnieje styczna w koncach odcinkéw
prostoliniowych wspélnych dla K,, i K,,1. Poniewaz koniec odcinka prostoliniowe-
go w K, jest albo koncem tuku érubowej w K,,, albo punktem osobliwym w K,,
wiec w przypadku pierwszym istnienie w nim stycznej do K, 4+ jest widoczne — jest
nia jedna z osi elementéw srubowych K, 11, a w przypadku drugim kwestia istnienia
stycznej sprowadza si¢ do przypadku stycznej w punktach osobliwych.

Aby wykazaé, ze styczna do K,,;1 w punktach osobliwych K, istnieje, udowodnie
indukcyjnie, ze:

d
lim — =0, (8)
gdzie d — dlugos¢ dowolnego tuku érubowej K, 1, h — odlegtos¢ tego tuku od do-

wolnego (ustalonego) punktu osobliwego K,y1. Dla K; wynika to z mocniejszego
warunku:
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. An
lim

n—oo S
cosa( > ai>

1=n+1

:0’

ktoéry wynika ze wzoru (5); K7 ma tylko jeden punkt osobliwy.

Przypusémy, ze (8) zachodzi dla K;. Punkty osobliwe K1, ktére nie sa punkta-
mi osobliwymi K, leza w ilodci skonczonej na kazdej czesci K,y zastepujacej tuk
srubowej K;, sa wiec izolowane. W dostatecznie malej odleglosci od takiego punktu
osobliwego, K;11 jest elementem Srubowym analogicznym do K3 lub do dwdch tukéw
takich jak K7 o wspdlnym wierzcholku i osi. Wobec tego (8) wynika dla tych punktéw,
podobnie jak dla K z (5).

WeZmy pod uwage punkt 7' osobliwy dla K; oraz K;4;. Kazdy tuk srubowy K,y
lezy w pewnym elemencie sSrubowym, zastepujacym jakas cze$é¢ tuku srubowej w K,
dtugosé d rozwazanego tuku K, 41 jest oczywiscie mniejsza od dlugosci calego ele-
mentu $rubowego, a ta znéw jest wg (7) mniejsza od dlugosci dy, odpowiedniego tuku
Srubowej w K.

Rozwazany tuk srubowej K;i; lezy w odleglosci h od punktu T nie mniejszej
niz zawierajacy go element $rubowy, ktory wg konstrukcji ma wierzchotki wspdlne
z tukiem srubowej w K;. Odleglosé elementu srubowego od T' jest niemniejsza od
odlegloséci wierzchotka minus dlugos$¢ elementu, a zastepujac odlegto$é wierzchotka
(punktu $rubowej K;) przez niewieksza od niej odlegtosé hq, odp. tuku srubowej K; od
T, za$ dlugosé elementu przez wieksza od niej wg (7) dlugosé dy, tego tuku otrzymuje,
ze h > hy —dy, stad % < % jesli tylko hy —dy > 0. Ale poniewaz (8) zachodzi dla

—di>

K;, wiec hlliTO }% =0id; < hy dla dostatecznie malych hy, wiec wobec hlligo hldj =0

mamy 1im0% = 0. Pozostaje wigec wykazaé, ze %in}) hy = 0. W tym celu korzystam
1— .

z tego, ze indykatrysa Jk, (i < n) lezy w F,, C K, wigc styczne do K; tworza kat
mniejszy od 7 z osig Z, wobec tego mozna tuk K; przedstawi¢ parametrycznie przez
x = fi(2), y = gi(z), gdzie z roénie od 0 do 1. Poniewaz koniec tuku $rubowej K; nie
jest punktem osobliwym 7', ani T nie lezy na tym tuku, wiec T ma wspdirzedna z
wigksza (lub mniejsza) od wspdlrzednej z wszystkich punktéw tuku, przypuéémy, ze
wigksza (w drugim przypadku rozumowanie jest analogiczne). Przypusémy, ze istnieje
ciag tukow K; taki, ze lim h; = a > 0, zas dla pewnych tukéw K, zwigzanych z nimi
w sposob wyzej podany mamy limh = 0. Mozna wigc obrac¢ taki tuk, ze h; > 3,
h < §. Poniewaz réznica wspotrzednych z jest niewigksza od odleglosci, ktéra jest
niewieksza od /2 razy réznica wspélirzednych z, wiec punkty rozwazanego tuku maja
wspolrzedna z mniejsza co najmniej o ﬁ od wspélrzednej z punktu T'. Poniewaz
jednak pewien punkt K,;; w czeSci zastepujacej rozwazany tuk ma wspolrzedna z
r6zng od wspétrzednej 2z punktu T' co najwyzej o g, wigc wspolrzedna 2 osiaga w tej
czesSci wartosci wieksze niz na odpowiednim tuku Kj;, za$ konce rozwazanej czesci
K1, zlozonej ze skonczonej iloéci elementow Srubowych sa wspélne z tym tukiem
K;. Ale poniewaz elementy Srubowe maja styczna, wiec rozwazana cze$¢ K;11 ma
indykatryse zlozona z ,S”-6w i punktéw izolowanych, lezaca wg (I) i konstrukcji,
w K, wobec tego wspélrzedna z punktéw tej czesci K,y zmienia sie monotonicznie
i nie moze by¢ wieksza niz w koncach, co stanowi sprzecznosé. Wobec tego (8) jest
udowodniona indukeyjnie dla 1 < i < n+1. WeZzmy teraz pod uwage punkt 7" osobliwy
dla K,, i K,,41 oraz dowolna sieczna przechodzaca przez T' i punkt P € K, ;1 zmienny.
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Gdy P nalezy do odcinka prostoliniowego wspélnego dla K, i K11 lub jest punktem
osobliwym K, i K11, sieczna ta jest rowniez sieczna K,,, dazy wiec do stycznej do K,
odpowiadajacej jednemu z punktéw P, ..., P, indykatrysy. Pozostaje rozpatrzec
przypadek, gdy P jest punktem elementu sSrubowego, zastepujacego jakis tuk érubowy
K,. Prowadze wtedy druga sieczng przez T i Pi, gdzie P; jest koncem elementu
$rubowego zawierajacego P, a wiec punktem tuku K,, wobec tego ta druga sieczna
dazy do tej samej stycznej. Oszacuje kat 4 miedzy tymi siecznymi, wystarczy wykazaé,
ze gdy P — Py, to 8 — 0. Oznaczam PT =1, P,\T = [, za$ odlegto$¢ tuku srubowe;j
K, (zawierajacego Py) od T przez h, jest wigc h < l1. Poniewaz PP, jest niewigksze od
dtugoéci elementu Srubowego, ktora jest mniejsza od dltugoéci d tuku K, zawierajacego
Py, wg (7),wiecl > 11 —PPy > h—d,l; > h—d, sin% < ﬁ,jeéh h—d > 0,alez (8)
wynika, ze dla h — 0, h > d oraz %1213 h;fd =0, wiec %ii%ﬁ = 0 i wystarczy wykazaé,

ze llin(l) h = 0. Poniewaz [ oznacza odlegltos¢ punktu P na czesci K, 11 zastepujacej tuk

$rubowej K, o wspdlnych z nia koncach, dowdd jest analogiczny do podanego wyzej
dowodu hlim h = 0. Wobec tego K,, i K,+1 maja w T nie tylko wspoélny punkt, ale

1—0
i wspélng of styczng, co byto do dowiedzenia. Z tego wynika, ze Jx,, ., jest indykatrysa
K1 iwobec Jg,,, C K wspélrzedna z tuku K, 1 stale ro$nie i moze by¢ przyjeta
za, parametr. Majac wszedzie styczna, tuk K, jest ciagly, w ten sposéb jego rzuty
na plaszczyzny ZX i ZY, wykresy fn(z) i gn(x) sa okreslone, z inkluzji Jk,,, C K
wynika tez, ze | f] (z)] < 1, |g,,(z)| < 1 dla kazdego x, a wiec f(x) 1 gn(x) sa wszedzie
rozniczkowalne i spelniaja warunek Lipschitza.

To, ze Jk,,, spelnia warunek 2) z n + 1 zamiast n, jest widoczne z konstrukcji
JK,.+1, podobnie z definicji liczby 6, i F,, wynika, ze F), spelnia warunek 3). Wobec
tego ciag zbioréow K, Ik, , F, speliajacych warunki 1), 2), 3) jest okreslony.

Zbiory zamknigte F), tworza ciag zstepujacy. Istotnie, F;,_; sklada si¢ z punktow

Py, ..., Py, iobszaréw zamknietych @Q; , zawierajacych S-y Jk, , za$ F, z punktéw
P,...,Py,, Pn,t1,.-.,Pn, , i0bszaréw Q; ,41 zawierajacych S-y Jk, . Ale ob-
szary Q;n+1 lezg wg definicji w obszarach Qs p, zas P, ..., Pp,,, — na S-ach Jg,,,

a wiec w Q; n, stad F,, C F,,_1. Wobec tego, gdy punkt P jest granica ciaggu punktéw
P,, to:

Pe ] Fn jesli P, € F,.

n=1

Oszacuje réznice pochodnych f)(2) — fl,1(2), 9n(2) — g;,11(2). Jedli punktowi
Z odpowiada punkt osobliwy lub punkt odcinka prostoliniowego K, to styczne K,
i K11 sa wspélne i réznice te sa rowne zero. Wobec tego niech punktowi Z odpowiada
punkt A tuku $rubowej K,,, oraz punkt B elementu $rubowego K, 11 zastepujacego
ten tuk. (Nie moze to by¢ inny element $rubowy, bo przebiegajac K, lub K, 41, 2
stale rosnie, za$ konce tuku i elementu sa wg definicji wspélne). Wobec tego stycznym
w A i w B odpowiadaja punkty a i 8, z ktérych a lezy na czeéci tuku lub S-a
Jk,, zaé 3 na S-ie lub w punkcie izolowanym zastepujacym te czesé, wiec wg (?7)2
odleglo$é (geodezyjna na kuli) o od (3 jest mniejsza od 2% Styczne w A i w B

tworza wiec kat ¢ < 2%, a ze ramiona tego kata tworza z plaszczyznami X7 oraz Y7

2w rekopisie Profesora brakuje w tym miejscu numeru wzoru (red.).
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katy v,6 < 7, wigc ramiona jego rzutu prostokatnego na te plaszczyzny tworza kat
¢1 < 25, wg latwego rachunku.

Jest wiec:
1
et () — avete 1 (9)] < gy
stad:
[F2(2) = fra(2)] = (L 4+ €2) [arctg £, (2) — arctg fr41(2)] <
1+ L2
< (1+ L?)|arctg f)(z) — arctg f)41(2)] < T

Z tego wynika, ze ciag pochodnych jest jednostajnie zbiezny. Poniewaz punkt (0,0, 0)
jako lezacy na odcinku prostoliniowym K7, jest wspolny dla wszystkich K, czyli
fn(0) = g,(0) = 0 dla kazdego n, ciagi fn(z), gn(2) sa zbiezne w punkcie 0, a wiec
jednostajnie zbiezne w [0,1]. Kladac f(z) = nlLIgo fn(2), g(z) = HILH;O gn(z), mamy:

f(z)= lim f/(2), ¢'(2)= lim g, (2),
n—oo n—oo
czyli funkcje f(z) 1 g(z) sa wszedzie rézniczkowalne i spelniaja warunek Lipschitza,
a styczna do tuku K: (x = f(2),y = g(z)) w punkcie z jest granica stycznych tukéw
K, w punkcie z, zas punkt P indykatrysy Ji jej odpowiadajacy — granicg punktow
P, € Tk, . Wedtug (77)? jest wigc:

kc[[F=F

Zbiér F' jest zamkniety, bo F;, sa niepuste i ograniczone, jako lezace na powierzchni
kuli, wobec tego F' D Jg. Zbiér F jest O-wymiarowy. Wystarczy na to, aby kazdy
punkt P lezal w obszarze wewnetrznym topologicznego pierscienia kotowego o do-
wolnie malej $rednicy, roztacznego z F. Ale P € F,, F C F,, dla kazdego n, za$
kazda sktadowa F), da si¢ oddzieli¢ od pozostatych pierécieniem kotowym o $rednicy
mniejszej od € plus srednica rozwazanej sktadowej. Wystarczy wiec, aby $rednice skla-
dowych F,, dazyly do zera przy n — oo. Wykaze to dla tych sktadowych, ktore nie sa
punktami. Poniewaz wg (??7)* S-y Jx, maja $rednice mniejsza od 2%, za$ sktadowe
F,, je zawierajace sa ich d,-otoczeniami, 6, < 2%, wiec $rednice tych sktadowych sg
mniejsze od 2%, c.b.d.d. Wobec tego Tk, nie zawiera czeéci spojnej. Na odcinkach
prostoliniowych K, i na tukach §rubowych styczna do K, jest ciagla, wobec tego nie-
ciaglo$é moze mieé¢ miejsce tylko w punktach izolowanych. Wobec tego f(z2), g, (2)
maja najwyzej przeliczalne zbiory punktéw nieciagtosci. Poniewaz granica jednostaj-
nie zbieznego ciagu jest ciagla w punkcie, w ktorym sa ciagle wszystkie sktadniki,
f(2) 1 g'(2) sa réwniez ciagle niemal® wszedzie.

7 konstrukcji wynika, ze tuk K ma wszedziegesty zbiér odcinkéw prostoliniowych,
na ktérych f'(z), ¢’(z) sa stale. Biorac jakiekolwiek dwa odcinki prostoliniowe K
nalezace do K; o réznych kierunkach, widaé, ze Jx nie jest jednym punktem. Wobec
tego twierdzenie jest calkowicie dowiedzione.

3 W rekopisie Profesora brakuje w tym miejscu numeru wzoru (red.).
4w rekopisie Profesora brakuje w tym miejscu numeru wzoru (red.).
5 Uwaga: to nie znaczy ,prawie”.



